NEKONECNE RADY

Jak uz vime, nekonecnd fada muzZe mit konecny
soucet, tfeba
1 1 1 1
=+ —=+...=—.
4 42 4 3
Abychom vsak mohli tuto myslenku vyuZit v kalkulu,
musime nejprve trochu rozsifit svoje obzory a podi-
vat se na fady, jejichZ jednotlivé Cleny jsou funkcemi
proménné x.
Nejjednodussi z takovych tad je geometrickd rada

1+x+x2+x3+...=; pro—1 <x < 1.
1—x
Navic pro tento specidlni pfipad existuje pozoruhodné
jednoduchy dikaz.
Zacneme tim, Ze ozna¢ime symbolem s, soucet prv-
nich n ¢lend fady, a tento vyraz vzapeti vyndsobime
faktorem x:

sp=l+x+x?+x>+. . +x"

XSy =X +xX2+x0+. .. +x".

s N2z

Odecteme-li druhy faddek od prvniho, na pravé strané
dojde k okazalému vzajemnému ruSeni vétSiny Clenti

60



KAPITOLA 9: NEKONECNE RADY

a vyjde nam elegantni vztah
1—-x)s,=1-—x".

Nakonec poSleme n — o00. Za predpokladu —1 <
< x < lplati x" — 0,atedy s, — 1/(1 — x), coz
jsme chtéli dokdzat.

BliZe a blize
Vezmeme-li naptiklad x = 1/4, potom dostaneme
znovu vysledek, ktery zname ze zacatku kapitoly.
Vezmeme-li ale x = —1/2, pak ndm vyjde fada
s alternujicimi znaménky:

1 1 1 2
l——+-——+...=—-.
2 4 8 3

Ciste¢né soutty s, tedy osciluji (obrdzek 46), ale kon-
vergence je tak rychla, Ze se hodnota s, dostdvd do
tésné blizkosti limity 2/3 uz po secteni prvnich Sesti
nebo sedmi ¢lent.

Sn
1

Wi

I I I I I I I L n
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obr. 46: Konvergence k limité.
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Toto vSechno jsou ale jen specidlni pfipady. Doka-
zali jsme, Ze fada

l+x+x2+x°+...

konverguje k souctu 1/(1 — x) pro jakoukoli hodnotu
x zintervalu —1 < x < 1.

Mozné zde vznikd mirné nebezpeci, Ze podminka
na x je prili§ ,,zfejma*.

Koneckoncti jejim jedinym ukolem je zarucit, Ze se
jednotlivé ¢leny v absolutni hodnoté budou s rostou-
cim indexem n zmensSovat (misto aby rostly).

Divergentni rada
UvaZzujme fadu

I 1 1 1
l+-+-+=-+=-+....
2 3 4 5
Jednotlivé ¢leny se sice i zde neustale zmensuji, avSak
v tomto pripadé fada konecny soucet nemad, nebot’ jeji
¢astecné soucty rostou nade vSechny meze.

Tento fakt dokdzal jiz v roce 1350 francouzsky uce-
nec Nicole Oresme a jeho dikaz je senzacné jedno-
duchy. Oresme prosté jen sdruzil jednotlivé ¢leny do
vhodné zvolenych skupin. Ud¢lal to nédsledujicim zp-
sobem:

+

+
ANl = B —=

+
2| =
+

N = R =N =
0| =
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takZe kazda nova skupina ma dvojnasobny pocet ¢lent
oproti té predchazejici.

Oresme pokraéoval pozorovanim, Ze hodnota 1+i je
vétsinez 5 + I 2, podobne soucet clenu v nésledujici
skupiné j Je Vets1 nez + + + 1 2, soucet Clend na
dalsim radku prevySUJe 8 lé = 5, a tak dale.

No a protoze fada 1 3+3 2 + % + ... nekonverguje ke
kone¢nému souctu, plyne odtud, Z ani uvazovanarada
nemiZe byt konvergentni.

Uvedend fada tedy predstavuje jakysi odstrasujici
ptiklad, jehoZ dulezité dusledky jesté uvidime pozdéji.

Soucasnou kapitolu vSak zakonéime v trochu od-
lisném duchu. Ukazuje se totizZ, Ze tento vysledek ma
prakticky vyznam, i kdyZ ponékud exotické povahy.

N|~oo

Extrémni hromadéni

Predstavme si, Ze na kraji stolu vytvarime hromadu
z obdéInikovych desticek, pfiCemZ klademe jednu na
druhou, aby sloupec co nejvice presahoval pies okraj.

JestliZze ma kaZda desticka délku 1 (v libovolnych
jednotkach), jak velky pfevis miZeme vytvofit, aniZ
se celd konstrukce plisobenim gravitace zhrouti?

Miéme-li jen jednu desticku, pak zminény pfesah
bude zfejmé roven 1/2 délkové jednotky. Se Ctyfmi
destickami se ale vySplhame aZ k pfevisu délky

1 1 1 1
—|(1+-+=-+-],
2( 2 3 4)

coZ jiZ o néco presahuje jednicku, takZe svrchni destic-
ka se bude celd vznaset mimo stdl (obrazek 47).
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Obr. 47: Previs Gtyf desticek.

Chceme-li dosahnout pfevisu del§itho nez dve dél-
kové jednotky, bude ndm stacit 31 desticek. S 31 des-
tickami totiZ maximalni moZny previs ¢ini

1 1 1
—[1+=+...+— ) ~2,0136
2 2 31

(obrazek 48). A takto lze pokracovat s maximalnim
moZnym pievisem Cinicim

1 1 1
—1+=+...+—).
2( 2 n)

Ponékud prekvapive Ize takto dojit k zavéru, Ze previs
miZeme vyrobit libovolné velky, mame-li k dispozici
dostatecné mnozstvi desticek, protoZe nekonecna rada

1 1
I+-+-+-+...

diverguje, tedy nema kone¢ny soucet.
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Obr. 48: Previs konstrukce s 31 destiCkami.

Musim se ale pfiznat, Ze jsem dlouho podcetioval,
jak pomalu tato fada diverguje, dokud jsem se neocitl
na matematickém predstaveni s hromadou krabic od
pizzy ve velkém divadle v centru mésta.

Pred zac¢dtkem predstaveni jsem Cisté ze zvédavosti
vypocital, jak vysoky by musel byt sloupec vytvoreny
z krabic k tomu, aby konstrukce vytvofila pfevis pres

podium.
Odpovéd’ znéla 5,8 svételného roku.
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